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1. 孤立子的研究简史

2. 孤立波与孤立子

6.0 孤立子概论



非线性科学的三大理论：
混沌(chaos)、分形(fractal)和孤立子(soliton)

现代自然科学正发生着深刻的变化，非线性科学贯穿着数
理科学、生命科学、空间科学和地球科学，成为当代科学
研究重要的前沿领域。

孤立波与孤立子是非线性科学中的重要概念之一。孤立子
起源于孤立波，它已在非线性光学、磁通量子器件、生物
学、等离子体及光纤孤立子通讯等一系列高科技领域有了
令人瞩目的应用。



一个奇特的水波

1834年，英国海军工程师罗素 (J. Scott Russell)在一次偶然中观察到

一种奇特的水波。

1844年，他的报告写道：“我看到两匹骏马拉着一条船沿运河迅速前

进。当船突然停止时，随船一起运动的船头处的水堆并没有停止下来。它

激烈地在船头翻动起来，随即突然离开船头，并以巨大的速度向前推进。

一个轮廓清晰又光滑的水堆，犹如一个大鼓包，沿着运河一直向前推进在

行进过程中其形状与速度没有明显变化。我骑马跟踪注视，发现它保持着

起始时约30英尺长，1-1.5英尺高的浪头，约以每小时8-9英里的速度前进，

后来在运河的拐弯处消失了”。

罗素称之为 孤立波 - Solitary wave。

罗素的发现

1. 孤立子的研究简史



KdV方程 (非线性：两个独立解的线性叠加不再是其解)

半个世纪后的1895年，荷兰科学家科特维格(Kortweg)与德弗雷

斯(de Vries)研究了浅水波的运动，在长波近似和小振动的前提

下，建立了单向运动方程(KdV)，并求出了与Russell描述一致

的孤子解，从而从理论上证明了孤立波的存在。

sech(x)为双曲正割函数,具有钟形形状。

孤立波的理论证实
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1965年，两位美国数学家扎布斯基(Zabusky)与克鲁

思卡尔(Kruskal)，用计算机计算发现，两个孤立波在

碰撞前后波形和速度保持不变，就像两个粒子之间的

弹性碰撞一样，因此他们把这种孤立波称为孤立子

(Solition)。此后，人们发现，孤立子是一种普遍存在

的非线性物理现象。

以后的二十多年，孤立子理论的研究蓬勃发展，研究
和应用的领域包括：流体物理、基本粒子物理、等离
子体物理、凝聚态物理（包含固体物理和超导物理在
内）、激光物理、生物物理等。

形状稳定的孤立波——孤立子



•在光学领域，自感应透明是最早发现的光学孤立
波现象。

•1973年长谷川(A. Hasegawa)和塔波特(F. Tappert)

等人提出在光纤中能够形成孤立子，从而拉开光
孤子(Optical Solition)的研究序幕。

•1980年莫列诺(L. E. Mollenauer)等人首次在实验

上观察到了光纤孤立子脉冲，并提出利用光纤光
孤子进行通信的设想。

光学中的孤立子

 现在人们研究光频梳技术，其中就采用了光孤子
中的一些理论方法



孤立子在大自然中普遍存在

孤立子是自然界中普遍存在的一种非线性物理现象，
尺度遍布在10-9m～108m的范围内。例如
星系中的密度波；木星的大红斑；
海洋中水波在撞击油井的时候;

分子、等离子体、磁场系统；
激光在固体中的传播；
超导约瑟夫森(Josephson)结等….

作为科学研究对象，孤立子理论存在于多个学科领域。

例如流体力学、等离子体物理，非线性光学、凝聚态
物理、生物物理、经典场论和量子场论等。



孤立波解只存在于非线性色散方程之中，亦即非线性与

色散是孤立波存在的必要条件。色散即波的传播速度依

赖于波的频率，它导致波包散开，而非线性却导致波包

压缩，两者共同作用的结果便形成稳定的波包，即孤立

波(solitary wave) 。当两个孤立波相互作用之后，如果

保持各自的形状与速度不变，仅仅相位发生变化，我们

称这类象物质粒子一样具有弹性碰撞特性的孤立波，为

“孤立子”(soliton) ，简称“孤子”。孤立子是一类特

殊的孤立波。

孤立波与孤立子

2. 孤立波与孤立子



 目前在不同的著作中，多数作者称波形分布在有限的

空间范围内，且具有弹性碰撞性质，即碰撞后保持原

有的速度和波形的孤立波为孤立子或孤子。而对呈非

弹性碰撞的一类，仍称为孤立波。

 从事孤立子理论研究的数学家们，多数采用以是否弹

性碰撞来区分的意见。但物理学家，对孤立子的定义

要宽松些，认为只要波的能量有限，且分布在有限的

空间或时间范围内，即使在传播过程中波形发生变化

（例如光纤中的高阶光孤立子），也都称为孤立子。

备注



 在理论上和实验上已对孤立波作了大量的研究。

 比较典型的，是下列非线性方程具有孤立波解。

(1)KdV方程

(2)正弦—高登(Sine-Gordon)方程

(3)户田(M.Toda)非线性晶格方程

(4)非线性薛定谔方程(NLSE)

孤立波方程

由于孤立子是一类特殊的孤立波，在这里统称为孤立波



几类典型的孤立波方程
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用以描述浅水中的表面波、
等离子中的电磁波以及声
波、非简谐的晶格振动等。

用以描述深水中的非线性
波、电介质中强激光的自
聚焦、超导孤立子等。

用以描述晶格位错的传播、
铁磁体中畴壁的运动、超导
Josepheson结、基本粒子模
型等。

用以描述场论模型、相变
模型、铁电体的相变等。



 在超导研究方面，约瑟夫逊(B. D. Josephson)效应中

的磁通量子实际上就是孤立子，于是人们将孤立子的

研究方法引入进来，研发耗能特别小、速度特别快的

新型计算机（包括量子计算机）。

 在生物学方面，人们发现了达维多夫( A. S. Davydov )

孤立子，并探讨了生物体蛋白质中孤立子的传播问题

，为弄清肌肉收缩的机制提供了有力的手段。

 在光纤通信方面，人们发现了非线性光纤中的光孤立

子（亦称光孤子）。它具有长距离传输损耗小、无需

中继站、比特率（单位时间传输的信息量）高等优点

。光纤孤立子通信有希望成为超高速率和超长距离通

信的重要手段。

实例



给定一个非线性方程，一般情况下，没有一
个通用的方法知道它是否存在孤子解，或如
何来寻找孤子解。以下是应用于一些特殊系
统的成功方法。
（1）逆散射方法
（2）贝克隆(Bäcklund)变换
（3）广田(Hirota)方法
（4）数值方法(可适用于不可积系统)

孤立波方程的求解方法



孤立波类型

(i) 波包型

(ii) 凹陷型

(iii) 扭结型

(iv) 反扭结型

( i )、(ii) 两种是在

x→±∞时，u(x) →0

(iii)、(iv) 两种是在

x→±∞ 时，u(x)趋

近于不同的数值

图6.0-1  四种孤立波类型



孤立子特性

孤立子作为非线性波动方程的解，它具有以下特性：

①是相对于介质单方向传播的行波(既可以传播，又可

以相对静止)；

②分布在空间的一个有限区域中(即空间局域化)；

③波包形状不随时间而变化(由于非线性引起的波包压

缩效应与由色散引起的波包展宽效应相互抵消)；

④两个孤立子相遇而相互作用时，具有类似粒子一样

的弹性碰撞特性。

注：孤立子的波包形状，在传播过程中也可以呈周期

性地变化



对孤立子的更深入研究发现，孤立子不仅像原子或分子，而且

更像基本粒子，这表现在：

１．孤立子不仅具有质量、能量和动量特征，而且还具有电荷

特征。

２．孤立子有的像光子、电子、质子那样，稳定而不衰变；有

的像中子、π介子、μ子那样可以衰变，具有衰变性、不稳定性。

３．正如基本粒子都存在其反粒子，孤立子也都存在其相应的

反孤立子。

４．对应于运动方程的种种对称性，孤立子也存在相应的守恒

定律，如动量守恒、能量守恒和“粒子数”守恒等等。

BTW，历史上，人们为了理解量子力学中的“波粒二象性”，
有的试图将波理解为粒子在空间中的周期性疏密分布，有的试
图把粒子理解为由波形成的孤立子，这些都是不成功的。



图6.0-2  两个KdV孤立子的碰撞过程

由上图可以看出：孤立子在碰撞前后保持高度不变，像
是“透明地”穿过对方；碰撞时两个孤立子重叠在一起
，其高度低于碰撞前孤立波高度较高的一个（这表明在
非线性过程中，不存在线性叠加原理）。



6.1 光纤中的脉冲展宽与压缩

1. 光纤中的色散与脉冲展宽(略讲，学生复习)

2. 光纤中的非线性特性与脉冲压缩

3. 光纤孤子的形成机理

注：第一节以学生自己看为主，概念性的知识仍有可
能会考核到，本节“课外阅读”部分不考核



1.光纤中的色散与脉冲展宽

对于线性光纤通信系统而言，限制其传输容量和传播距离的主

要因素是光纤的损耗和色散。

随着光纤制作工艺的提高，光纤的损耗已接近理论极限，因此

光纤的色散成为实现超大容量光纤通信亟待解决的问题。

如果光脉冲中不同频率的光传播速度不一致，光脉冲在传播过

程中会被展宽或畸变，这即是光纤的色散，其最终结果是相邻

脉冲相互交叠。当交叠达到一定程度后，接收端无法将相邻脉

冲区分开，就会发生误码。因此，光纤色散特性限制了光纤的

传输码速率和传输距离，使光纤通信系统的质量下降。



平面波的相速

单色波等相位面推进的速度即是相速。
等相位面φ=kx-ωt=const.
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波包的群速

一个波包或脉冲是由许多不同频率的单色波(谐波)叠加而成：
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由不同频率的单色波合成的包络波，其上某一恒定相位点推进

的速度称为群速vg，它是波包的移动速度。



色散

如果波包中不同频率成分的波都有不同的传播速度，

则波包在传播中逐渐展宽而弥散开来，这种现象称为

色散



光纤是以SiO2为主要成分的细丝，直经在数微米至数十微米，

外面为包层和涂敷层。设线芯、包层和涂敷层的折射率分别为

n1、n2 、n0 。n1＞ n2，所以包层界面有临界全反射角。如果满

足全反射条件，光线将在光纤和包层的界面上，产生全反射而

向前传播。

光纤导光原理

图6.1-1  光在光纤中的传播原理
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（1）什么是光纤的色散

•光纤中传送的信号是由不同的频率成分和同一频率下的不同

模式成分构成的，它们有不同的传播速度，将会引起脉冲波

形发生变化。

•可以从波形在时间上展宽的角度去理解，即光脉冲在光纤中

传输，随着传输距离的加大，脉冲波形在时间上发生了展宽，

这种现象称为光纤的色散。

光纤色散



•色散导致光脉冲展宽：

脉宽0 脉宽

t t0 0 t1

发送端 接收端

光纤色散
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（2）光纤中的色散分类

模式色散：光纤中同一频率、不同模式的电磁波在波导中传播

时，其传播常数不同，它所引起的色散称为模式色散(不同模

式的截止频率、截止波长不同)。

材料色散：由于光纤材料的折射率n与频率ω有关，从而使光

的传播速度随频率而变化，这样引起的色散称为材料色散。

波导色散：光纤中同一模式、不同频率的电磁波在波导中传播

时，其传播常数不同，这样引起的色散称为波导色散。

光纤色散
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（3）光纤色散的表示方法

• 色散的大小用群时延差来表示。

①群时延

• 在光纤中传播的光脉冲，其能速等于它的群速vg，光脉冲

传播单位长度所需的时间称为群时延，用τ表示，即有

②群时延差

• 不同速度的信号，传输同样的距离，需要不同的时间，即

各信号的群时延不同，它们之间的差值，称为群时延差，

用Δτ表示。

光纤色散

g1 d d  6.1.1) (v k  
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•群时延差Δτ可由不同的频率成分引起，也可由不同的模式成

份引起。

•色散程度要用群时延差来描述，时延差越大，色散就越严重。

•与三种色散相对应，群时延差由三部分组成

光纤色散

2 2 2

m n w (6.1.2)( ) ( ) ( )            

式中Δτm、Δτn、Δτw分别为模式色散、材料色散和波导色散所引

起的脉冲展宽的均方根值，即

Δτm——光纤模式色散引起的群时延差 (不同模式之间)

Δτn——光纤材料色散引起的群时延差 (不同频率之间)

Δτw——光纤波导色散引起的群时延差 (不同频率之间)

一般说来， Δτm >>Δτn >>Δτw (尽量采用单模光纤)



假设介质的折射率n是频率ω的函数n=n(ω)，设k=nω/c是介质

中波数的矢量大小，将它在ω=ω0处用泰勒级数展开
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显然

课外阅读（从此页到本节完毕）：相关理论分析
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设λ0是真空中的波长，考虑到 ，有
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(1)多模光纤的群时延差

不同的模式，即使频率相同，其群时延也不同，从
而不同模式之间出现群时延差Δτm ，它等于传播最

快的最低阶模与传播最慢的最高阶模的群时延之差。
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总结为

2 2

g c c1 ( ) 1 ( )      v



设光线1近似地沿一阶跃型光纤轴线传播，对应传播

最快的最低阶模，其时延最短，它在单位长度上的
时延为τ1=n1/c；光线2刚好满足全反射条件，对应传

播最慢的最高阶模，它的时延最长它在单位长度上
的时延为τ2=n1/csinθc，θc为全反射临界角。由全反射
条件sinθc=n2/n1，有

1 1
2 1

2

(6.1.6)( 1) m

n n

c n
      

(2)单模光纤中的群时延差

多模光纤中存在模间色散，它导致输入脉冲发生展
宽。单模光纤内部只存在一个模式，但依然存在模
内色散——材料色散和波导色散，使得脉冲展宽现
象依然存在，这是因为群速度与频率有关。



考虑一条长为L的单模光纤，频率为ω的光谱分量将
在一定的时间延迟T=L/vg后到达输出端。其中，群
速度vg与频率ω的相关性导致不同频率成分的时间延
迟T不同，从而导致光脉冲的展宽。如果光脉冲的谱
宽为Δω，则光脉冲的到达输出端时的展宽为
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其中k2=d2k/dω2称作群速度色散参数。将(6.1.5)第二
式代入(6.1.7)式中的Δω得(为方便计，重新用λ表示
真空中的波长λ0)

2

2 (6.(2π ) 1.8) T k L DLc      



n w n w( ) (( ) 6.1.9)T D D L L        

其中D=-(2πc/ λ2)k2称作单模光纤的色散参数，它可
以写成D=Dn+Dw，其中Dn和Dw分别叫做材料色散系
数和波导色散系数。由(6.1.8)和群时延差的定义，有

①材料色散引起的群时延差Δτn：材料色散是由材料
的折射率n随波长的变化而变化引起的，从而使光的
传播速度随波长而变化，导致群时延τn随波长λ而变

化。由于光纤中传播的光脉冲不是单色波，而是有
一个有限的谱宽Δλ，利用群时延定义(6.1.1)有(同样
地，下面用λ代表真空中的波长)
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将(6.1.5)式代入上式，有(已改用λ代表真空中的波长)
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②波导结构色散引起的群时延差Δτw ：光纤中同一

模式在不同的频率下传输时，其传播常数不同，这
样引起的色散称为波导色散。 由(6.1.9)有

附注：横截面尺寸为a×b(a>b)的波导，其(m, n)模式
下的传播常数为(实部称为相位常数，虚部称为衰减
常数)

2 2 2[( π ) ( π ) ]

( 1, 2,...;  0,1,...)

lm l a m b

l m

    

 

w w    (6.1.11)D   

其中波导色散系数Dw计算起来比较复杂，可以在光
纤通信教材中了解。
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在足够强的光场作用下，光纤的各种特征参量会随光场呈非线

性变化。

光纤的非线性效应，是光纤在强光场作用下的一种物理效应。

它可分为两类：

一类是由于散射作用而产生的非线性效应，如受激拉曼

散射、布里渊散射等；

另一类是由于光纤的折射率随光强变化而产生的非线性

效应，如自相位调制、交叉相位调制以及四波混频等。

光孤子的产生，对应第二种非线性

2. 光纤中的非线性特性与脉冲压缩



其中χ(j)为(j+1)阶电极化张量，ε0是真空介电常数。光纤材料多为

SiO2，它的分子结构为对称性结构，使得χ(2) =0。 忽略三阶以上

的非线性效应。由电位移矢量D与极化矢量 P之间的关系有

光纤的非线性效应
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假如光纤中传播的光束为强激光(准单色光)，则在强光场作用

下，光纤出现非线性极化，即电极化强度P与电场强度E满足关

系(忽略响应的滞后效应)：



光纤的非线性效应
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因此有 (下面右式中的χ(j)视为标量函数)：

介质折射率为 (考虑到ε1<<ε0，非磁性介质μ =μ0)
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上式右端第一项对应折射率的线性部分，第二项是非线性效

应贡献。上面只是启发性推导。
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光纤的非线性效应

介质材料折射率n随光强|E|2变化而变化的特性，称为克尔效

应(Kerr effect) ，其中η称为克尔系数。石英光纤的克尔系数

η~10-22(m/V)2。虽然光纤中电场较大，约为106(V/m, 伏/米)，

但总的折射率变化Δn还是很小(~10-10)。即使如此，这种变化

对光纤传输特性的影响还是很大的(在下面λ是真空中的波长)。
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设L为光纤长度，折射率的非线性项在光纤中产生的额外相移为

相移量与光强成正比，因而导致光脉冲的不同部位有不同的相

移，称自相位调制(SPM)，SPM相移引起频率移动
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这种使脉冲不同部位产生不同相移的特性， 称为自相位调

制(SPM)。 SPM相移引起频率移动为

总之，设真空波长为λ、光强为I(t)=|E(t)|2的光脉冲在长度为L的

光纤中传输，光强感应的折射率变化 以及由此引起的相位

变化 分别为

n




在脉冲前沿，光强I(t)=|E|2随时间在增加，得到Δω<0，频率降

低(Red移)；在脉冲后沿，|E|2在减小，得到Δω>0，频率升高

(Blue移) 。这称为脉冲已被线性调频，或称啁啾(Chirp，读

zhōujiū)。 (下面示意图中n2=η)

前沿 后沿
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图6.1.1   脉冲的光强频率调制
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假设介质有负色散特性，即群速随频率增加而增加。由于脉

冲前沿 Δω<0 ，前沿速度因非线性效应而减小；脉冲后沿

Δω>0 ，后沿速度因非线性效应而增大。前沿变慢而后沿加

快的结果，造成脉宽变窄，此现象称为自相位调制压缩

（Self-phase modulation―SPM）

图6.1-2 光脉冲的自相位调制压缩



图6.1-3 光脉冲自相位调制压缩的直观比喻



设光纤无损耗，在光纤中传输的调制波为线性偏振

模式，其场可以表示为

E(r, z, t)=R(r)E0(z, t)exp[-i(ω0t-k0z)]

式中，R(r)为径向本征函数，E0(z, t)为脉冲的调制包

络函数，ω0为光载波频率，k0为调制频率ω=ω0时的

传播常数。

设调制波E(r, z, t)的频率分布在 ω=ω0 处有峰值，频

谱较窄，则可近似为单色平面波。

3.光纤孤子的形成机理
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式中已经对光强取时间平均，此时有I=|E|2=P/Se，P为光功率，

Se为光纤有效横截面积（以光信号所占据的地方计算）。由

此可见，k不仅是频率ω的函数(色散)，也是光功率P的函数

(非线性): k=k(ω, P). 在(ω, P)=(ω0, 0)处，把k(ω, P)展开成泰勒

级数，忽略二阶以上色散和一阶以上非线性，得到
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由于非线性Kerr效应， ，传播常数可以写成
2

0n n   E



式(6.1.17)虽然略去高次项，但仍较完整地描述了光

脉冲在光纤中传输的特性，式中右边第三项和第四

项最为重要，这两项正好体现了光纤色散和非线性

效应的影响。
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在式(6.1.17)中，如果k″0<0（反常色散），同时β’0P>0（正

啁啾），即色散项为负而非线性项为正，适当选择相关参

数，使两项绝对值相等，则光纤色散和非线性效应便相互

抵消，由式(6.1.17)知此时传播速度与频率无关，不同频率

成分传播速度一致，因而输入脉冲在介质中传播时，其宽

度保持不变，形成稳定的光孤子。
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正 啁 啾 (红 头 紫 尾 )

负 啁 啾 (紫 头 红 尾 )

后 沿
(尾 )

前 沿
(头 ) 反 常 色 散

(红 慢 紫 快 )

反 常 色 散
(红 慢 紫 快 )

压 缩

展 宽

(a)

(b)

图6.1.2   脉冲在反常色散光纤中，可被压缩或展宽

图6.1.2表示光脉冲在反常色散光纤中传输时，由于非线性效

应而被压缩或展宽（对正常色散光纤，结论与此相反）。

注意: 上图横轴是传播方向上的空间轴，不是时间轴，此时右边代表
前沿，左边是后沿
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为了让色散效应和非线性效应能够相消，要求同时满足反常

色散(k″0<0)与正啁啾(β'0P>0)，故具有正啁啾的光脉冲通过反

常色散光纤时，必然同时满足

这使得脉冲前沿频率降低，传播变慢，而后沿频率升高，传

播加快。这种脉冲形象地被称为“红头紫尾”光脉冲。在传

播过程中，如果由非线性引起的压缩效应，超过由色散引起

的展宽效应，则脉冲将被压缩，如图6.1.2(a)。
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相反，具有负啁啾的光脉冲通过反常色散光纤时，前部传播

加快，后部传播变慢，“紫”头和“红”尾逐渐分离， 结果

脉冲被展宽，如图6.1.2(b)所示



总之，同时存在色散与非线性Kerr效应的介质中，

群速色散效应(GVD)与自相位调制效应(SPM)共同作

用的结果，让脉冲产生净的展宽或压缩。但是如果

在一定条件下两种效应相互抵消，则可以可以使输

入的脉冲宽度保持不变，就如同在理想的非色散线

性介质中一样，从而形成稳定的光孤子。
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a) 负色散，频率高的先到，频率低的后到；
b) 正啁啾，脉冲前沿频率红移，后沿频率紫移；
c) 负色散+正啁啾，色散的展宽效应与非线性的压缩效应

相互抵消时，脉冲形状保持不变.



6.2 光纤孤子的非线性Schrödinger方程

1. 色散介质中的Maxwell方程

2.非线性Schrödinger方程

从Maxwell方程组出发，同时考虑光纤的色散效应和
非线性效应，就可以建立起光孤子所满足的非线性
Schrödinger方程。我们首先只考虑色散因素，再在
此基础之上考虑非线性因素。



1. 色散介质中的Maxwell方程

首先只考虑色散效应。假设光脉冲沿x轴线极化，沿z轴传

播。光纤介质是非磁性的绝缘介质(即磁导率μ=μ0、电导

率σ=0)，在前面，我们已经得到此类介质中的波动方程，

即利用D=εE=ε0E+P，用电场强度E(z,t)和电极化强度P(z,t)

将方程表达为(根据分离变量法，光场沿光纤截面的分布

因子可略去不写)
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(6.2.1)式的解可写为

其中，ω0和k0是波包的中心频率与波数，振幅E0(z, t)是时空

坐标(z, t)的缓变函数，它代表波的包络函数。只考虑色散效

应时，介质的折射率n是频率的函数n=n(ω)，把波矢量k=nω/c

在ω=ω0处用泰勒级数展开(忽略二阶以上项，把展开的零阶

项移到方程左边)
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右边第二项是色散项，它使得k/ω(从而相速ω/k)与频率ω

有关。



令Δk=k(ω)-k(ω0)和Δω=ω-ω0，并且记

0 0

2

2

g

(6.2.4
1

)
d d

,   
d d

k k
k k

v   
  

   

对于给定的ω0，它们是常数。于是(6.2.3)式可以简写为
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即关于变量(z, t)的函数E0与关于变量(Δk, Δω)的函数F之间的

变换。由(2)可以给出如下二维Fourier变换式(m=1,2,…)
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对缓变的包络函数E0(z, t)作二维Fourier变换得



对(6.2.3’)式两边同时右乘F(Δk, Δω) 可得
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方程(6.2.5)是只考虑光纤具有群速色散时，光场传播所服

从的方程(双曲方程)，它是一个线性偏微分方程，其解服

从线性叠加原理。方程(6.2.5)是研究光脉冲在有色散的线

性介质中的运动方程。

把 代入上式，整理得
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在前面讨论的基础上，现在进一步考虑到光纤介质的非线

性效应。如前面所述，对于光纤孤子的形成而言，只需考

虑到非线性效应中的Kerr效应，即光纤折射率n随光强I=|E|2

而变化的特性。

2. 非线性Schrödinger方程

由于非线性Kerr效应，光纤折射率n(因而波数矢量k)不仅是

频率ω的函数(色散性)，而且还是光强I=|E|2的函数(非线性)。

对光强取时间平均值时，有 I=<E2>=|E0|
2/2。在(ω, I)=(ω0, 0)

处，把k(ω, I)用Taylor级数展开，忽略二阶以上色散和一阶

以上非线性，得到
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其中有(<E2>表示E2的时间平均)
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令Δk=k(ω, I)-k(ω0, 0)和Δω=ω-ω0，则(6.2.6)式可以简写为
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对(6.2.8)式两边同时右乘F=F(Δk, Δω) 可得
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即对(A)式两边同时右乘exp[-i(Δωt-Δkz)]/(2π)，再对变量Δω和

Δk在无穷区间上作双重积分，可得到(B)式



对(B)式
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整理得

由(6.2.6)和(6.2.7)式知
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非线性项

其中k″0<0对应反常色散情形(速度随频率增大而增大)，

k″0>0对应正常色散情形(速度随频率增大而减小)。



对于我们研究的光孤子而言，只需考虑反常色散情形k″0<0。

为此，引入如下变量代换
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(6.2.10)这样理解：空间坐标z保持不变，而时间坐标由场点时

间t变换到源点时间τ（相差一个标度因子）。此时有(注意偏

导数只对显含的变量作运算)
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把(6.2.11)式代入(6.2.9)式，整理得
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通常把(6.2.12)式称作非线性Schrödinger方程，因为在形

式上它跟非相对论量子力学中的Schrödinger方程类似，

唯一的差别是多了非线性项，该项的存在，使得线性叠

加原理不再成立，即该方程任意两个解的线性叠加，不

再是原方程的解。在正色散情形，同理可得
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方程中的变量τ∝(t-z/vg)，它表示光脉冲以群速度vg传播

时，在位置z处相对于位置z=0处的延迟时间。





•在非线性Schrödinger方程(6.2.12)的推导中，忽略了二阶以

上的色散项(即在式(6.2.6)中，只保留了关于频率的二阶偏导

数项)。

•在方程(6.2.12)的推导中，忽略了一阶以上的非线性项(即在

(6.2.6)式中，只保留了关于光强的一阶偏导数项)，因而只适

用于弱非线性情形。在强非线性情形，高阶项不能忽略，例

如此时光纤中将出现Raman散射和Brillouin散射，产生新的频

率分量和交叉相位调制。

•方程(6.2.12)只适用于皮秒(ps=10-12s)量级的孤子脉冲，而不

能描述飞秒(fs=10-15s)级的孤子脉冲的传播方程。对于fs级的

脉冲，场振幅的缓变近似条件失效。

注意



为方便计，可以通过重新定义新的变量，把常数因子吸收到

新变量中去，这样不改变问题的物理本质，使得方程表达变

得简洁。非线性Schrödinger方程(6.2.12)可以更简单地表达

为(后面均指负色散情形)

2

0

2

g

2
(6.2

1
i 0  

2

,   ( ),

.13

 

)
u u

z t z v

u u

u E

 

 

 
  



  





20
0

2

00
0 0

2
 ( <0)   (6.2.1 )

2

1
i 0

2
, 2E E

E
k

E

c 

 


 






6.3 光学孤立子在光纤中的传输特性

1. 光纤中孤子的传输特性

2. 光纤中孤子形成与保持的条件

这一节从非线性Schrödinger方程(6.2.13)出发，研究
光纤中孤子的传输特性
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在光纤纤心的电场强度E(r, z, t)中，R(r)描述径向分布，

E0(z, t)描述脉冲的调制包络 (关于(z, t)的缓变函数)，ω0、

k0分别为光场的中心频率及其相应的波数，在非线性

Schrödinger方程(6.2.13)中，u(τ, ξ)=u(z, t)对应E0(z, t)。

1. 孤子的传输特性
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在下面讨论孤子波形的变化时，讨论的是光强P∝|E0|
2∝|u|2

随时空坐标(z, t)的变化。设在ξ=0 (z=0) 处对光纤输入一个双

曲正割型脉冲波

( , 0) sec h( )  (6.3.7)u A   

当系数A为整数N时， (6.3.7)描述一个稳定孤立子。以(6.3.7)

为初始条件，可由逆散射方法得到非线性Schrödinger方程

(6.2.13)的解。

1 2
cos h( ) ,  sec h( )  

2 cos h( )

x x

x x

e e
x x

x e e






  



注：用sech(x)表示双曲正割函数，cosh(x)表示双曲余弦函数。

它们互为倒数



( ,0) sec h( )

( ,0) 2sec h

As 1,  one has 

( , ) sec h( )exp(i 2)  

As 2,  one has  

4[cosh(3 ) 3exp(i4 )cosh( )]
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(6.3.8)
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当A=N时，从初始条件(6.3.7)出发，可得到孤立子解。例如

对于N≥3的解，解的表达式更为复杂。N=1的解称为基本孤子，

又称为一阶孤子；N ≥2的解称为称为高阶孤子。图6.3.2-5是

N=1、2、3时的孤子波形演化(各个坐标轴上的坐标可以都是

相对比值，例如τ→ τ/τ0、 ξ→ξ/ξ0 、 P→P/P0等)。



图 6.3.2 一阶、二阶和三阶孤子的演化波形

P是光孤子的光强P∝|u(τ, ξ)|2

图形
演示

注：对于N=3的曲线图，横坐标的数据，是说当ξ等于哪些值时，波形

是这个样子，例如ξ=0和π/2时，波形一样（从而周期是π/2）



图6.3.3 一阶和二阶孤子的演化波形

zp是孤子的周期

图形演示
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图 6.3.5 N=1, 2, 3孤子的波形变化

图形演示

注：随时间t沿z传播以速度vg时，τ变量可保持不变：

g 0( )t z v k   

在前面的图中，每一个给定的τ，不同z对应不同时间t



•对于N=1的基本孤子，以P∝|u(τ, ξ)|2描述的波形在运动过程

中不随位置ξ∝z而变，保持波形稳定；而N ≥2的高阶孤子其

波形随位置ξ而周期性地变化。

•对于N=2的二阶孤子，其波形以ξ0＝π/2为周期，发生周期性

的波形变化。在半周期ξ＝ξ0/2处，脉冲变得最窄，且在孤子

主峰的两侧，各出现有一个小峰。(由式(6.3.9)知，二阶孤子

|u(τ, ξ)|2的周期由4ξ=2π得ξ=ξ0=π/2)。

•对于N=3的三阶孤子，其波形在传播中变化更复杂。它在1/4

与3/8周期处，脉冲变得最窄，且两侧各有一个小峰的高大尖

峰，在半周期处那个高大尖峰又分裂为两个峰(可看作是两个

子脉冲)。

由图6.3.2-6.3.5可知



•当输入光脉冲的幅度A=N超过N=1的基本孤子幅度时，在传

输中非线性压缩超过色散，光脉冲会进一步压缩，形成N≥2

的高阶孤子。高阶孤子在传播中波形发生周期变化。周期性

地变化的原因是，当多个孤子以相同速度传输时，伴随有孤

子间的相位干涉，叠加后脉冲形状具有振荡特性，振荡周期

由最低阶拍频决定。

• N阶孤子相当于ξ=z=0时N个孤子在一起，在运动中各个孤子

之间由于叠加干涉作用，彼此之间的距离周期性地分离和靠

拢。

物理解释 ( , 0) sec h( )u A   

注意：非线性跟光强成正比



1）在图6.3.2-5中，各个坐标轴上的坐标是相对比值。若用Z0
表示实际有长度单位的孤子周期，则有

一些补充讨论

0 0 D Dπ 2 ( 6.3 0) .1Z L L 

其中LD是后面将要讨论的色散长度，即脉冲波包传播LD距离

时，因色散导致的展宽不可忽略。

2）设Bc在表示任一常数，则非线性Schrödinger方程(6.2.13)在

如下变换下形式不变(标度不变性)：
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上述不变性意味着，若u(ξ, τ)是非线性Schrödinger方程(6.2.13)

的一个解，则u'(ξ', τ')也是它的一个解。

例如，既然由A=N=1时的初始条件(6.3.7)，可给出一阶孤子解

(6.3.8)，即

(6.3.7)

(6.3.

( , 0) sec h( )  

( , ) sec h( 8)) exp(i 2)  
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也可由初始条件

给出另一个解（仍然是基本孤子）

2

( , ) sec h( )exp(i 2)( , )

sec h( )exp(i 2) (6.3.12)  
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改写成不带撇的符号表达

2( , ) sec h( )exp(i (6.3.1)  22 )c c cu B B B   



注：以上仍然是基本孤子。如果(6.3.11)按如下方式改动

( , 0) sec h( ) sec h( ) 

( , 0) 2sec h( ) 2sec h( )
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就给出N=2的二阶孤子，相当于ξ=0时两个孤子在一起
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3）当入射脉冲的A不是正整数N，而是如下形式的波幅度时：

,  <1 2 (  6.3.13)A N   

非线性Schrödinger方程(6.2.13)的解将包括孤子部分和非孤子

部分，但是当ξ→∞时，该解趋于孤子解，非孤子部分很小，

所占比例为

因此，N>>1时， (6.2.13)的渐近解(ξ→∞)可以用孤子解很好

地描述。

2 2( )N 



从前面我们知道，光纤中孤子的形成，是光纤的群速度色

散（GVD）和非线性作用中的自相位调制（SPM）两种作

用达到平衡的结果。下面利用描述这两种效应的参数，即

色散长度LD与非线性长度LNL，来分析光孤子形成的条件。

脉冲在光纤中的传播距离z=LD时，GVD对脉冲的展宽作用

不可忽略；传播距离z=LNL时，SPM对脉冲的压缩作用不可

忽略。不难想到，当LD=LNL时，GVD与SPM两种作用相互

平衡，从而形成孤子。

2. 光纤中孤子形成与保持的条件



考虑脉冲在单模光纤中传播一段距离L，频率为ω的光谱分量传

播距离L产生的时间延迟为T= L/vg。群速度vg与频率ω的相关性

让不同频率成分的时间延迟T不同，导致光脉冲因群速色散而

展宽。设光脉冲的频域谱宽为Δω，则光脉冲传播距离L产生的

时域展宽为 (注意：1/vg=dk/dω)
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其中d2k/dω2∝dvg/dω描述了群速度色散。当ΔT=1/Δω时，脉

冲的色散展宽ΔT与脉冲的时域宽度T0~1/Δω可以相比拟，此

时色散带来的影响不可忽略，定义此时的距离长度L为色散

长度LD，即

1）色散长度



其中为保证正定性，已经对d2k/dω2取绝对值。T0也可以直

接定义为脉冲强度降到1/e倍处的脉冲半宽度(时域宽度)。

因此，衡量光纤色散作用强弱的色散长度LD含义是：当脉

冲在光纤中传播距离z=LD时，群速色散作用对脉冲的展宽

作用开始变得不可忽略。
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0 e (6.3.1 ) 72kL P L cS    

设频率为ω的光脉冲在光纤中传播一段距离L，P是光脉冲的

功率，Se=πr0
2是光纤的有效面积(r0是光纤的模场半径)，则

光 脉 冲 的 光 强 为 I=|E|2=P/Se ， 对 它 取 时 间 平 均 ， 有

I=|E0|
2/2=P0/2Se，P0为光脉冲的峰值功率。由于非线性克尔

(Kerr)效应，传播常数为

故非线性导致的传播常数变化为Δk= ωηP0/2cSe，传播距离L时，

因非线性引起的额外相位变化Δφ为

2）非线性长度
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非线性长度LNL表示当光脉冲传播距离为L=LNL时，非线性效

应对脉冲产生的压缩不可忽略。

因非线性引起的相位变化Δφ=ΔkL=1/2时，对应的距

离L=LNL定义为非线性长度，即



设ω0是脉冲中心频率，令Δk=k(ω)-k(ω0)和Δω=ω-ω0，由前面

(6.2.8)得到 (即k(ω,P)在(ω0,0)处的泰勒级数展开)

3）色散长度与非线性长度统一定义
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上式右边第二项是色散带来的波数变化(记为ΔkD)，第三项是

非线性带来的波数变化(记为ΔkNL)，光脉冲在光纤中传播一段

距离L时，因色散和因非线性引起的相位变化分别为(注意反

常色散下d2k/dω2<0)



结合(6.3.15)、(6.3.18)和(6.3.20)可知，色散长度LD与非线性

长度LNL可以统一地定义如下：假设光脉冲在光纤中传播一

段距离L，则因色散引起的相位变化ΔφD=-1/2时所对应的距

离L=LD定义为色散长度 (d2k/dω2<0)；因非线性引起的相位变

化ΔφNL=1/2时对应的距离L=LNL定义为非线性长度。

2
2

D D D

D

NL

2

0
NL NL 0

D

L

Ne

N

L

1
let 

2
(

2

1
( )

6.3.20)
1

le

 
1

2

1

2

,

 

2

1

2
, t 

k
k L L

k L P L
cS

L
k

L
k













   

  


  



 
  



 












N DL NL0 0DkkL k LL k L         

显然，光脉冲在光纤中传播一段距离L时，总的相位变化为



当光脉冲在光纤中传播一段距离L时，如果因色散引起的相位变

化ΔφD与因非线性引起的相位变化ΔφNL满足ΔφD+ΔφNL=0，则两

种效应抵消，从而色散对脉冲的展宽效应与非线性对脉冲的压

缩效应抵消，使得脉冲在传播中保持形状不变，从而形成孤子。

由(6.3.20)可知，形成孤子的条件，可以等价地表述为色散长度

LD等于非线性长度LNL： LD=LNL (即ΔkD=ΔkNL)

(6.3.20) →  ΔkD=-1/2LD，ΔkNL=1/2LNL

显然，当LD>>LNL时，|ΔkD|<<ΔkNL，光脉冲在光纤中传播一段

距离L时，|ΔφD|=|ΔkDL|<<ΔφNL=ΔkNLL，非线性效应强过色散效

应，脉冲压缩大于展宽；当LD<<LNL时，情况相反。

4）光孤
子的形
成条件
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为了保持孤子传输，色散对脉冲的展宽作用与非线性对脉冲

的压缩作用需要平衡，这要求LD=LNL，由此可求出形成基本

孤子的最小光功率 (λ=2πc/ω0是真空中的波长)

5）形成光孤子的阈值功率

e e e
NL D 0 min

0 0 0 D D

 (6.3.2 )
π

1
2

cS cS S
L L P

P L L



  
   （ ）

若低于这个功率，非线性压缩效应不足以抵消色散展宽效应。

N倍振幅的N阶孤子功率，为基本孤子功率的N2倍(此时非线性

压缩效应大于色散展宽效应，孤子形状周期性变化)。实际孤

子在传输中存在能量衰减，当能量衰减使得功率降到阈值以

下时，光纤不再具有足够的非线性，孤子形成条件破坏，需

要对脉冲补充能量，可让孤子恢复原来形状。



类似脉冲面积

的定义，孤子

的面积定义为

6）孤子的
面积不变性

(6.3.
1

d  
π

2) 2 sA u 



 

对于非线性Schrödinger方程(6.2.13)，前面已论证可由初始条件

( , 0 ) sec h ( )  (6 .3 . 11 )c cu B B   

给出解

2( , ) sec h ( ) ex p (i (6 .3 .1)   22 )c c cu B B B   

2 g 0

2
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

0 00( , , ) ( ) exp[ i )( ], ()E z tE r z t R r t k z  

(6.2.13)



因此有

0
(6.3( , ) sech( ) s .24)ech( )  c cu A T B B    

( , 0) ( , ) se (6.c 3.2) 3h (  ) c cu u B B    

代入(6.3.22)，得孤子的面积为As(τ, 0)=As(τ, ξ)=1。因此孤子

在无损耗的光纤中传播时，脉冲面积保持不变。设A是孤子

的振幅，T0是孤子宽度，按如下方式定义：

于是孤子的面积为As(τ, ξ)=1=AT0，即孤子的面积为振幅与

脉宽的乘积。



6.4 光纤中孤子脉冲的相互作用

在光纤孤子通信中，在光纤中传输的是高密度的孤
子串，而不是单个的孤子。相邻孤子间的间距越小，
通信系统的码率越大。但是孤子间的间距小到一定
程度时，非线性效应使得相邻孤子之间发生相互作
用，导致波形畸变，信息的传输速率下降，传输特
性恶化，传输距离缩短。因此研究光孤子之间的相
互作用机制，以及由此研究如何减少这种相互作用，
是非常重要的课题。



我们将讨论以下三种情形

1. 同相等幅两脉冲注入(φ1=φ2, a1=a2)

2.异相等幅两脉冲注入(φ1≠φ2, a1=a2)

3.同相不等幅两脉冲注入(φ1=φ2, a1≠a2)

设在ξ=0处输入的光纤信号，是由间距为Δ0的孤子对组成

1 1 0 1

2 2 0 2

( ,0) sec h[ ( 2)]exp(i )

      )   sec h[ ( 2)]exp(i ) (6.4.1

u a a

a a
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  

 

 



1.同相等幅两脉冲注入(不妨取φ1=φ2=0, a1=a2=1)

0 0( ,0) sec h( ) s )ec h( )  (6.
2

4.2
2

u
 

     

用逆散射方法，再结合物理上的考虑，由以上初始条件可得

其近似解。当孤子之间的初始间距Δ0>>1时，孤子在光纤内

传播距离ξ处，两孤子之间的间隔Δ由下式给出

0 0 )2exp( ) 1 cos[4 exp( 2) 4]  (6. .3       

上式表明，两孤子之间的间隔Δ沿光纤传播位置ξ周期性地变

化，其周期由4ξexp(-Δ0/2)=2π得

0 )
π

exp( 2)   
2

(6.4.4p 



如果不取Δ0>>1近似，一般情形下，两孤子间隔Δ随位置ξ的

变化周期为

两孤子间隔Δ随位置ξ周期性地变化，表明两孤子之间存在周

期性的作用力。当两孤子间距很小时，彼此之间有吸引力，

使它们相互靠拢，直至相互碰撞而合并在一起，然后又相互

排斥远离，达到一定间距后又开始相互吸引，直至再次发生

碰撞，如此周而复始。光纤通信中，不希望相邻孤子发生周

期性离合现象，一种避免方法是增加输入孤子串之间的初始

间间距Δ0，使得孤子之间相互作用可以忽略.

0 0
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由于孤子的波形变化周期为ξ0=π/2，故在Δ0>>1近似下，由

(6.4.4)有ξp/ξ0=exp(Δ0/2)，把无量纲的空间位置变量ξ换成实

际的空间位置z，则实际的孤子间距变化周期zp与孤子波形变

化周期z0满足关系zp/z0=ξp/ξ0=exp(Δ0/2)，即有

zp=z0exp(Δ0/2)

例如，取Δ0=20，z0=10km，则zp=220000km，这对大多数通

信系统是满足的 (即光孤子还没有来得及靠拢，通信传输已

经结束了)。
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注：Δ0=0时， (6.4.2)成为N=2的高阶孤子初始条件，此时它

在传播过程中，位置变化周期ξp等于波形变化周期ξ0



2.异相等幅两脉冲注入(φ1=φ0, φ2=0, a1=a2=1)

0 0
0( ,0) sech( )exp(i ) sech( (6.4.6)) 

2 2
u

 
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此时两孤子之间的间距随传播距离ξ而变化的周期为
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上式表明，两孤子间隔的变化周期ξp除了随初始间距Δ0增大

而增大，还随初始相位差 φ0 在 0~π 之间增加而增加

(cos(φ0/2)=1→0)，从而与同相等幅的情形1相比，这里的周

期ξp明显增加。



3.同相不等幅两脉冲注入(φ1=φ2=0, a1=a0, a2=1)

0 0
0 0( ,0) sech[ ( )] sech( (6.4) .8 

2
)

2
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 
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当a0=1时成为情形1；当a0>1时,两孤子间隔的变化周期ξp并非

随初始间距Δ0增大而增大，而是趋于一个稳定值，即

2

0

4π
 

1
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a
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